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脉冲扰动下微分系统的弱指数渐近稳定性

曲本鑫，奚雷雷，申建华
（杭州师范大学理学院，浙江 杭州３１００３６）

摘　要：对于脉冲微分系统的弱指数渐近稳定性给出了一个新的、更广泛的判定定理，突出了脉冲效应对

系统稳定性的关键影响，并给出例子进一步说明了所得结果．
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１　引言和预备知识

脉冲现象作为一种瞬时突变现象，在现代科技各领域的实际问题中是普遍存在的，其数学模型往往可

归结为脉冲微分系统．近３０年来，脉冲微分方程理论的研究受到较广泛的关注，已经形成较完整的体系

并得到了深入的发展．关于脉冲微分系统的定性理论（稳定性、周期性、有界性、振动性等）受到普遍重视，

是脉冲微分方程理论中一个很重要的课题．

文［１］提出弱指数稳定的概念，推广了指数渐近稳定的概念，可用于更好地刻划解趋于零的速度．对于

脉冲微分方程的稳定性问题，已有不少研究［２４］，但对脉冲微分方程的弱指数渐近稳定性的研究不多．本

文在文［５］关于脉冲微分系统弱指数渐近稳定性的判定定理上进一步推广，使得定理适应的范围更大．

犚表示实数集，犚＋＝ ［０，!），犚
狀 表示狀维欧氏空间．犖＋是正整数集合．

设集合犝 到集合犠 的映射犳，即犳∶犝→犠 ，进一步用 犝 →｛ ｝犠 表示集合犝 到集合犠 的所有映射

的集合．犆犝，［ ］犠 代表从犝 到犠 的所有连续函数的集合，犆犽 犝，［ ］犠 代表从犝 到犠 的具有犽阶连续导

数的所有函数的集合．一个函数λ∈犆 ［０，犺］，犚（ ）＋ （或者λ∈犆（犚＋，犚＋）属于犓类函数，如果λ（０）＝０

且λ在区间 ０，［ ］犺 （或者犚＋）上是严格递增函数．

设 犡，（ ）犱 是一个度量空间，其中犡代表一个非空集合，犱表示度量．

定义１
［６］
　设犃犡，犜犚＋，对任意固定的犪∈犃，狋０∈犜，称映射狆为运动，若满足狆（·，犪，狋０）：

犜犪，狋
０ →犡，狆（狋０，犪，狋０）＝犪，其中犜犪，狋０ ＝ ［狋０，狋１）∩犜，狋１ ＞狋０ ，狋１ 是有限数或无穷大．

定义２
［６］
　设犛是一族运动，即犛 ｛狆（·，犪，狋０）∈Λ：狆（狋０，犪，狋０）＝犪｝，其中Λ＝∪ （犪，狋０）∈犃×

犜｛犜犪，狋
０
×｛犪｝×｛狋０｝→犡｝，并且犜犪，狋０×｛犪｝×｛狋０｝→犡代表一个从犜犪，狋０×｛犪｝×｛狋０｝到犡的映射，于是



称 ｛犜，犡，犃，犛｝为一个动力系统．

定义３
［７］
　设｛犜，犡，犃，犛｝是一个动力系统，则称集合犕犃是对应于系统犛的不变集合，如果犪∈

犕 ，对所有狋∈犜犪，狋０ ，狋０ ∈犜和狆（·，犪，狋０）∈犛使得狆（狋，犪，狋０）∈犕 ．特别地，当犕 ＝ ｛狓０｝，其中狓０∈

犃，则称狓０ 为平衡点．

定义４
［７］
　设｛犜，犡，犃，犛｝是一个动力系统，犕犃是犛的一个不变集合．假设λ（狊）∈犓 ，α＞０是

一个常数．对任意ε＞０，狋０∈犜，存在δ＝δ（ε，狋０）＞０，对所有的狋∈犜犪，狋０ ，狆（·，犪，狋０）∈犛，当犱（犪，犕）

＜δ时，有犱（狆（狋，犪，狋０），犕）≤ε，则称 （犛，犕）是稳定的；进一步地，如果 （犛，犕）是稳定的且对任意

狋０ ∈犜，存在ξ＝ξ（狋０）＞０，对所有的狆（·，犪，狋０）∈犛，当犱（犪，犕）＜ξ时，有λ（犱（狆（狋，犪，狋０），犕））≤

ε犲
－α（狋－狋０

），则称 （犛，犕）是弱指数渐近稳定的．有时为了强调λ（狊）的作用，也称为λ型弱指数渐近稳定，α

称为指数，λ（狊）称为型或指数α的吸引阶．

下面考察有限维的脉冲动力系统．设犡＝犚
狀，犱为由欧氏向量范数 · 决定的度量，狓 ＝ （狓

Ｔ狓）
１
２ ，

狓∈犚
狀．对于犃∈犚

狀×狀，设 ‖犃‖ ＝ ［λｍａｘ（犃
Ｔ犃）］

１
２ ．

考察下列形式的脉冲微分系统

狓′（狋）＝犳（狋，狓），狋≥０，狋≠θ犻，犻∈犖＋，

Δ狓＝犑犻（狓），狋＝θ犻，犻∈犖＋
｛ ，

（１）

其中，狓∈犡＝犚
狀 代表状态且犳∈犆［犚×犚

狀，犚狀］对狓满足利普希茨条件以保证系统（１）在满足给定的初

值条件时解的存在性和唯一性．集合犈＝｛θ１，θ２，…：θ１＜θ２＜…｝犚＋是犚＋一个无界、闭的离散子集，

它代表了跳跃发生的时刻的集合，犑犻：犚
狀
→犚

狀 代表时刻θ犻时状态的改变．需要指出的是，一般情况下集合

犈依赖于一个确定的运动，对于不同的运动相关的集合犈一般是不同的．函数φ：［θ０，!）→犚
狀 是系统（１）

的解如果满足：１）对某个θ０ ≥０，φ（狋）在 ［θ０，!）是左连续的；２）φ（狋）在 ［θ０，!）与犈的补集上是可微的

并且导数为犳（φ（狋），狋）；３）对任意狋＝θ犻∈犈，φ（狋
＋）＝ｌｉｍ狊→狋，狊＞狋φ（狊）＝φ（狋）＋犑犻（φ（狋））．通篇文章将使

用这个记号．

如果对系统（１），假设犳（狋，０）＝０，狋∈犚＋且犑犻（０）＝０，犻∈犖＋，则狓＝０是一个平衡点．

定义５
［５］
　设犞：犚＋×犚

狀
→犚＋，称犞 属于犞０ 类的，若犞（狋，狓）满足

１）犞在（θ犻，θ犻＋１］×犚
狀 上连续，且对任意狓，狔∈犚

狀，有ｌｉｍ（狋，狔）→（θ＋犻 ，狓）犞（狋，狔）＝犞（θ
＋
犻，狓）存在，其中，狋∈

（θ犻，θ犻＋１］，犻∈犖＋．

２）犞 关于狓满足局部利普希茨条件．

定义６
［５］
　设函数犞 ∈犞０ ，则犞 沿着系统（１）的解狓（狋）的右上导数记作

犇＋犞（狋，狓）＝ｌｉｍ
犺→０

＋

１

犺
［犞（狋＋犺，狓＋犺犳（狋，狓）－犞（狋，狓）］，

其中，（狋，狓）∈犚＋×犚
狀．对狋＝θ犻，犻∈犖＋，犞（狋，狓）被看作为犞（θ

＋
犻，狓），犳（狋，狓）看作是犳（θ

＋
犻，狓）．

命题１
［５］
　设存在犓 类函数狌（狊），狑（狊）及犞０ 类函数犞（狋，狓）使

１）狌（狓 ）≤犞（狋，狓）≤狑（狓 ）．

２）犇＋犞（狋，狓（狋））≤犮犞
犿（狋，狓（狋）），狋≠θ犻，犻∈犖＋，这里犮＞０，犿≥１．

３）当犿＝１时，存在犎１ ＞０，使当 狓 ≤犎１时，有犞（θ
＋
犻，狓＋犑犻（狓））≤犲

－犱犻犞（θ犻，狓）；当犿＞１时，

存在犎２ ＞０，使当 狓 ≤犎２ 时，有犞
１－犿（θ＋犻，狓＋犑犻（狓））≥犞

１－犿（θ犻，狓）＋犱犻，这里犱犻＞０，犻∈犖＋．

４）ｌｉｍｉｎｆ
狀→!

犱狀－１

θ狀－θ狀－１
＝β＞犮．

则当犿＝１时，系统（１）的零解为狌型弱指数渐近稳定的；当犿＞１时，系统（１）的零解为λ型弱指数渐近

稳定的，这里λ（狊）＝ｅｘｐ［－狌
１－犿（狊）］．

命题１给出了系统（１）的平衡点狓＝０的弱指数渐近稳定的一个充分条件．
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２　主要结果

定理１　设存在犓 类函数狌（狊），狑（狊）及犞０ 类函数犞（狋，狓）以及常数犿∈犚，０＜ρ＜γ使

１）狌（狓 ）≤犞（狋，狓）≤狑（狓 ）．

２）当犿≥１时，犇
＋犞（狋，狓（狋））≤犮（狋）犞

犿（狋，狓（狋））；当犿＜１时，犇
＋犞（狋，狓（狋））≤犮（狋）犞

犿－２（狋，狓（狋）），

这里犮（狋）≤ρ，狋≠θ犻，犻∈犖＋．

３）当犿＝１时，存在犎１ ＞０，使当 狓 ≤犎１时，有犞（θ
＋
犻，狓＋犑犻（狓））≤ｅ

－犱犻犞（θ犻，狓）；当犿＞１时，

存在犎２ ＞０，使当 狓 ≤犎２时，有犞
１－犿（θ＋犻，狓＋犑犻（狓））≥犞

１－犿（θ犻，狓）＋犱犻；当犿＜１时，存在犎３＞０，

使当 狓 ≤犎３ 时，有犞
犿－１（θ＋犻，狓＋犑犻（狓））≥犞

犿－１（θ犻，狓）＋犱犻，这里犱犻＞γ（θ犻＋１－θ犻），犻∈犖＋．

则当犿＝１时，（１）的零解为狌型弱指数渐近稳定的；当犿＞１时，（１）的零解为λ型弱指数渐近稳定的，这

里λ（狊）＝ｅｘｐ［－狌
１－犿（狊）］；当犿＜１时，（１）的零解为λ型弱指数渐近稳定的，这里λ（狊）＝ｅｘｐ［－狌

犿－１（狊）］．

证明　Ⅰ　考虑犿＝１的情形．

取γ１ ＞０，使γ＞γ１ ＞ρ，由条件３）知存在正整数犖 ，当狀＞犖 时，有

ｅｘｐ［－（犱犖 ＋犱犖＋１＋…＋犱狀－１）］＜ｅｘｐ［－γ１（θ狀－θ犖）］． （２）

注意到狑（狊）为犓 类函数，故对任意ε＞０，存在δ＞０（δ＜犎１），使当 狓０ ＜δ时，

狑（狓０ ）ｅｘｐ［γ１（θ１－θ０）］＜犕１，

狑（狓０ ）ｅｘｐ［γ１（θ２－θ０）－犱１］＜犕１，

狑（狓０ ）ｅｘｐ［γ１（θ犖 －θ０）－（犱１＋犱２＋…＋犱犖＋１）］＜犕１

烅

烄

烆 ，

（３）

这里犕１ ＝ｍｉｎ狌（犎１），｛ ｝ε ．

记α１ ＝γ１－ρ，则α１ ＞０．当狋∈ ［θ０，θ１］时，由条件１），２）知

犞（狋，狓（狋））≤犞（θ０，狓０）ｅｘｐ［∫
狋

θ０

犮（狊）ｄ狊］≤犞（θ０，狓０）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）］≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）］， （４）

由条件１），式（３）及（４）知

狌（狓（狋））≤犞（狋，狓（狋））≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）］≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（θ１－θ０）］≤犕１ ≤狌（犎１）， （５）

即当狋∈ ［θ０，θ１］时，狓（狋）≤犎１ ，特别地 狓（θ１）≤犎１ ．

当狋∈ （θ１，θ２］，由条件２），３），式（４）及（５）得

犞（狋，狓（狋））≤犞（θ
＋
１，狓（θ

＋
１））ｅｘｐ［∫

狋

θ１

犮（狊）ｄ狊］≤ｅｘｐ（－犱１）犞（θ１，狓（θ１））ｅｘｐ［∫
狋

θ１

犮（狊）ｄ狊］≤

　　　ｅｘｐ（－犱１）狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（θ１－θ０）］ｅｘｐ［ρ（狋－θ１）］＝狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－犱１］， （６）

由条件１），式（３）和（６）知

狌（狓（狋））≤犞（狋，狓（狋））≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－犱１］≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（θ２－θ０）－犱１］≤犕１≤狌（犎１）， （７）

即当狋∈ （θ１，θ２］时，狓（狋）≤犎１ ，特别地 狓（θ２）≤犎１ ．

类似可证，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝２，３，…，犖 时，有

犞（狋，狓（狋））≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－（犱１＋犱２＋…＋犱狀－１）］， （８）

且当狋∈ （θ狀－１，θ狀］时，狓（狋）≤犎１ ，特别地 狓（θ犖）≤犎１ ．

当狋∈ （θ犖，θ犖＋１］，由条件２），３）和式（８）得

犞（狋，狓（狋））≤犞（θ
＋
犖，狓（θ

＋
犖））ｅｘｐ［∫

狋

θ犖

犮（狊）ｄ狊］≤ｅｘｐ（－犱犖）犞（θ犖，狓（θ犖））ｅｘｐ［∫
狋

θ犖

犮（狊）ｄ狊］≤

　　　　　ｅｘｐ（－犱犖）狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（θ犖 －θ０）－（犱１＋犱２＋…＋犱犖＋１）］ｅｘｐ［ρ（狋－θ犖）］＝

　　　　　狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－（犱１＋犱２＋…＋犱犖）］， （９）

由式（２），（３）和（９）得

狌（狓（狋））≤犞（狋，狓（狋））≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（θ犖 －θ０）－（犱１＋…＋犱犖－１）］ｅｘｐ［ρ（狋－θ犖）］ｅｘｐ（－犱犖）≤

　　　　犕１ｅｘｐ［ρ（θ犖＋１－θ犖）］ｅｘｐ［－γ１（θ犖＋１－θ犖）］≤犕１ｅｘｐ［－α１（θ犖＋１－θ犖）］≤犕１ ≤狌（犎１）， （１０）
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即当狋∈ （θ犖，θ犖＋１］时，狓（狋）≤犎１ ，特别地 狓（θ犖＋１）≤犎１ ．

用归纳法可证得：对自然数狀＝犖＋１，犖＋２，… ，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］时，有

犞（狋，狓（狋））≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－（犱１＋犱２＋…＋犱狀－１）］， （１１）

且当狋∈ （θ狀－１，θ狀］时，狓（狋）≤犎１ ．

当狋∈ ［θ０，θ１］时，由条件１），式（３）和（４）得

狌（狓（狋））≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）］≤εｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－γ１（θ１－θ０）］≤εｅｘｐ［－α１（狋－θ０）］． （１２）

当狋∈ （θ１，θ２］时，由条件１），式（３）和（６）得

　狌（狓（狋））≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－犱１］≤εｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－γ１（θ２－θ０）］≤εｅｘｐ［－α１（狋－θ０）］．（１３）

类似地可证，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝２，３，…，犖 时，

狌（狓（狋））≤εｅｘｐ［－α１（狋－θ０）］． （１４）

当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝犖＋１，犖＋２，… 时，由条件１），式（２），（３）和（１１）得

狌（狓（狋））≤狑（狓０ ）ｅｘｐ［－（犱１＋…＋犱犖＋１）］ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－（犱犖 ＋…＋犱狀－１）］≤

εｅｘｐ［－γ１（θ犖 －θ０）］ｅｘｐ［ρ（狋－θ０）－γ１（θ狀－θ犖）］≤εｅｘｐ［－α１（狋－θ０）］． （１５）

综合式（１２），（１４）和（１５）易见：对任意ε＞０，存在δ＝δ（ε）＞０（δ＜犎１），当 狓０ ＜δ时，对任意狋

∈ ［θ０，!），有狌（狓（狋））≤εｅｘｐ［－α１（狋－θ０）］．故当犿＝１时，（１）的零解是狌型弱指数渐近稳定的．

Ⅱ　考虑犿＞１的情形．

取γ２ ＞０，使
γ

犿－１
＞γ２ ＞ρ，由条件３）知存在正整数犖 ，当狀＞犖 时，有

犱犖 ＋犱犖＋１＋…＋犱狀－１ ＞－（１－犿）γ２（θ狀－θ犖）． （１６）

注意到狑（狊）为犓 类函数，故对任意ε＞０，存在δ＞０（δ＜犎２），使当 狓０ ＜δ时，

狑１－犿（狓０ ）＋（１－犿）γ２（θ１－θ０）＞犕２，

狑１－犿（狓０ ）＋（１－犿）γ２（θ２－θ０）＋犱１ ＞犕２，

狑１－犿（狓０ ）＋（１－犿）γ２（θ犖 －θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱犖＋１ ＞犕２

烅

烄

烆 ，

（１７）

这里犕２ ＝ｍａｘ狌
１－犿（犎２），－ｌｎ｛ ｝ε ．

记α２ ＝ （犿－１）（γ２－ρ），则α２ ＞０且 （１－犿）ρ＝α２＋（１－犿）γ２ ．

当狋∈ ［θ０，θ１］时，由条件１），２）知

犞１－犿（狋，狓（狋））≥犞
１－犿（θ０，狓０）＋（１－犿）∫

狋

θ０

犮（狊）ｄ狊≥狑
１－犿（狓０ ）＋（１－犿）ρ（狋－θ０）． （１８）

由条件１），式（１７）及（１８）知

狌１－犿（狓（狋））≥狑
１－犿（狓０ ）＋（１－犿）ρ（狋－θ０）≥狑

１－犿（狓０ ）＋（１－犿）γ２（θ１－θ０）≥犕２≥狌
１－犿（犎２），（１９）

即当狋∈ ［θ０，θ１］时，狓（狋）≤犎２ ，特别地 狓（θ１）≤犎２ ．

当狋∈ （θ１，θ２］，由条件２），３）和式（１８）得

犞１－犿（狋，狓（狋））≥犞
１－犿（θ＋１，狓（θ

＋
１））＋（１－犿）∫

狋

θ１

犮（狊）ｄ狊≥

　　　犞
１－犿（θ１，狓（θ１））＋犱１＋（１－犿）ρ（狋－θ１）≥狑

１－犿 狓（ ）０ ＋（１－犿）ρ（狋－θ０）＋犱１ ． （２０）

由条件１），式（１７）和（２０）知，

狌１－犿 狓（狋（ ）） ≥犞
１－犿（狋，狓（狋））≥狑

１－犿（狓０ ）＋（１－犿）γ２（θ２－θ０）＋犱１ ≥犕２ ≥狌
１－犿（犎２），（２１）

即当狋∈ （θ１，θ２］时，狓（狋）≤犎２ ，特别地 狓（θ２）≤犎２ ．

类似可证，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝２，３，…，犖 时，有

犞１－犿（狋，狓（狋））≥狑
１－犿（狓０ ）＋（１－犿）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱狀－１， （２２）

且当狋∈ （θ狀－１，θ狀］时，狓（狋）≤犎２ ，特别地 狓（θ犖）≤犎２ ．

当狋∈ （θ犖，θ犖＋１］，由条件２），３）和式（２２）得
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犞１－犿（狋，狓（狋））≥犞
１－犿（θ＋犖，狓（θ

＋
犖））＋（１－犿）∫

狋

θ犖

犮（狊）ｄ狊≥犞
１－犿（θ犖，狓（θ犖））＋犱犖 ＋（１－犿）ρ（狋－θ犖）＝

狑１－犿（狓０ ）＋（１－犿）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱犖．　　　　　　 （２３）

由条件１），式（１６），（１７）和（２３）得

狌１－犿（狓（狋））≥犞
１－犿（狋，狓（狋））≥狑

１－犿（狓０ ）＋（１－犿）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱犖 ≥

狑１－犿（狓０ ）＋（１－犿）γ２（θ犖 －θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱犖－１ ≥犕２ ≥狌
１－犿（犎２）， （２４）

即当狋∈ （θ犖，θ犖＋１］时，狓（狋）≤犎２ ，特别地 狓（θ犖＋１）≤犎２ ．

用归纳法可证得：对自然数狀＝犖＋１，犖＋２，… ，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］时，有

犞１－犿（狋，狓（狋））≥狑
１－犿（狓０ ）＋（１－犿）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱狀－１， （２５）

且当狋∈ （θ狀－１，θ狀］时，狓（狋）≤犎２ ．

因此，由式（２３）和（２５）得，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝２，３，…，犖 时，有

犞１－犿（狋，狓（狋））≥狑
１－犿（狓０ ）＋（１－犿）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱狀－１． （２６）

当狋∈ ［θ０，θ１］时，由条件１），式（１７）和（１８）得

λ（狓（狋））＝ｅｘｐ［－狌
１－犿（狓（狋））］≤ｅｘｐ［－狑

１－犿 狓（ ）０ －（１－犿）ρ（狋－θ０）］≤

ｅｘｐ［－狑
１－犿（狓０ ）－α２（狋－θ０）－（１－犿）γ２（θ１－θ０）］≤

ｅｘｐ［－犕２－α２（狋－θ０）≤εｅｘｐ［－α２（狋－θ０）］． （２７）

类似地可证，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝２，３，…，犖 时，由条件１），式（１７）和（２６）得

λ（狓（狋））＝ｅｘｐ［－狌
１－犿（狓（狋））］≤ｅｘｐ［－狑

１－犿 狓（ ）０ －（１－犿）ρ（狋－θ０）－（犱１＋…＋犱狀－１）］≤

ｅｘｐ［－狑
１－犿（狓０ ）－α２（狋－θ０）－（１－犿）γ２（θ狀－θ０）－（犱１＋犱２＋…＋犱狀－１）］≤

ｅｘｐ［－犕２－α２（狋－θ０）］≤εｅｘｐ［－α２（狋－θ０）］． （２８）

当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝犖＋１，犖＋２，… 时，由条件１），式（１６），（１７）和（２６）得

　　λ（狓（狋））＝ｅｘｐ［－狌
１－犿（狓（狋））］≤ｅｘｐ［－犞

１－犿（狋，狓（狋））］≤

ｅｘｐ［－狑
１－犿（狓０ ）－（１－犿）ρ（狋－θ０）－（犱１＋犱２＋…＋犱犖－１）－（犱犖＋…＋犱狀－１）］≤

ｅｘｐ［－狑
１－犿（狓０ ）－（１－犿）γ２（θ犖 －θ０）－（犱１＋…＋犱犖－１）－α２（狋－θ０）］≤

ｅｘｐ［－犕２－α２（狋－θ０）］≤εｅｘｐ［－α２（狋－θ０）］． （２９）

综合式（２７），（２８）和（２９）易见：对任意ε＞０，存在δ＝δ（ε）＞０（δ＜犎２），当 狓０ ＜δ时，对任意狋

∈ ［θ０，!），有狌（狓（狋））≤εｅｘｐ［－α２（狋－θ０）］．故当犿＞１时，（１）的零解是λ型弱指数渐近稳定的．

Ⅲ　考虑犿＜１的情形．

取γ３ ＞０，使
γ

１－犿
＞γ３ ＞ρ，由条件３）知存在正整数犖 ，当狀＞犖 时，则

犱犖 ＋犱犖＋１＋…＋犱狀－１ ＞－（犿－１）γ３（θ狀－θ犖）． （３０）

注意到狑（狊）为犓 类函数，故对任意ε＞０，存在δ＝δ（ε）＞０（δ＜犎３），使当 狓０ ＜δ时，

狑犿－１（狓０ ）＋（犿－１）γ３（θ１－θ０）＞犕３，

狑犿－１（狓０ ）＋（犿－１）γ３（θ２－θ０）＋犱１ ＞犕３，

狑犿－１（狓０ ）＋（犿－１）γ３（θ犖 －θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱犖－１ ＞犕３

烅

烄

烆 ，

（３１）

这里犕３ ＝ｍａｘ狌
犿－１（犎３），－ｌｎ｛ ｝ε ．

记α３ ＝ （１－犿）（γ３－ρ），则α３ ＞０且 （犿－１）ρ＝α３＋（犿－１）γ３ ．

当狋∈ ［θ０，θ１］时，由条件１），２）知

犞犿－１（狋，狓（狋））≥犞
犿－１（θ０，狓０）＋（犿－１）∫

狋

θ０

犮（狊）ｄ狊≥狑
犿－１（狓０ ）＋（犿－１）ρ（狋－θ０）， （３２）

由条件１），式（３１）及（３２）知

狌犿－１（狓（狋））≥狑
犿－１（狓０ ）＋（犿－１）ρ（狋－θ０）≥狑

犿－１ 狓（ ）０ ＋（犿－１）γ３（θ１－θ０）≥犕３≥狌
犿－１（犎３），（３３）
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即当狋∈ ［θ０，θ１］时，狓（狋）≤犎３ ，特别地 狓（θ１）≤犎３ ．

当狋∈ （θ１，θ２］，由条件２），３）和式（３２）得

犞犿－１（狋，狓（狋））≥犞
犿－１（θ＋１，狓（θ

＋
１））＋（犿－１）∫

狋

θ１

犮（狊）ｄ狊≥

狑犿－１（狓０ ）＋（犿－１）ρ（θ１－θ０）＋犱１＋（犿－１）ρ（狋－θ１）＝

狑犿－１（狓０ ）＋（犿－１）ρ（狋－θ０）＋犱１ ， （３４）

由条件１），式（３１）和（３４）知，

狌犿－１ 狓（狋（ ）） ≥犞
犿－１ 狓（狋（ ）） ≥狑

犿－１ 狓（ ）０ ＋（犿－１）ρ（狋－θ０）＋犱１ ≥

狑犿－１（狓０ ）＋（犿－１）γ３（θ２－θ０）＋犱１ ≥犕３ ≥狌
犿－１（犎３）， （３５）

即当狋∈ （θ１，θ２］时，狓（狋）≤犎３ ，特别地 狓（θ２）≤犎３ ．

类似可证，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝２，３，…，犖 时，有

犞犿－１（狋，狓（狋））≥狑
犿－１（狓０ ）＋（犿－１）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱狀－１， （３６）

且当狋∈ （θ狀－１，θ狀］时，狓（狋）≤犎３ ，特别地 狓（θ犖）≤犎３ ．

当狋∈ （θ犖，θ犖＋１］，由条件２），３）和式（３６）得

犞犿－１（狋，狓（狋））≥犞
犿－１（θ＋犖，狓（θ

＋
犖））＋（犿－１）∫

狋

θ犖

犮（狊）ｄ狊≥犞
犿－１（θ犖，狓（θ犖））＋犱犖 ＋（犿－１）ρ（狋－θ犖）＝

狑犿－１（狓０ ）＋（犿－１）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱犖 ． （３７）

由条件１），式（３０），（３１）和（３７）得

狌犿－１（狓（狋））≥犞
犿－１（狋，狓（狋））≥狑

犿－１（狓０ ）＋（犿－１）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱犖 ≥

狑犿－１（狓０ ）＋（犿－１）γ３（θ犖＋１－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱犖 ≥

狑犿－１（狓０ ）＋（犿－１）γ３（θ犖 －θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱犖－１ ≥犕３ ≥狌
犿－１（犎３）， （３８）

即当狋∈ （θ犖，θ犖＋１］时，狓（狋）≤犎３ ，特别地 狓（θ犖＋１）≤犎３ ．

用归纳法可证得：对自然数狀＝犖＋１，犖＋２，… ，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］时，有

犞犿－１（狋，狓（狋））≥狑
犿－１（狓０ ）＋（犿－１）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱狀－１， （３９）

且当狋∈ （θ狀－１，θ狀］时，狓（狋）≤犎３ ．

因此，由式（３６），（３９）得，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝２，３，… 时，有

犞犿－１（狋，狓（狋））≥狑
犿－１（狓０ ）＋（犿－１）ρ（狋－θ０）＋犱１＋犱２＋…＋犱狀－１． （４０）

当狋∈ ［θ０，θ１］时，由条件１），式（３１），（３２）得

λ（狓（狋））＝ｅｘｐ［－狌
犿－１（狓（狋））］≤ｅｘｐ［－狑

犿－１ 狓（ ）０ －（犿－１）ρ（狋－θ０）］≤

ｅｘｐ［－狑
犿－１（狓０ ）－α３（狋－θ０）－（犿－１）γ３（θ１－θ０）］≤

ｅｘｐ［－犕３－α３（狋－θ０）≤εｅｘｐ［－α３（狋－θ０）］． （４１）

类似地可证，当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝２，３，…，犖 时，由条件１），式（３１）和（４０）得

λ（狓（狋））＝ｅｘｐ［－狌
犿－１（狓（狋））］≤ｅｘｐ［－狑

犿－１ 狓（ ）０ －（犿－１）ρ（狋－θ０）－（犱１＋…＋犱狀－１）］≤

ｅｘｐ［－狑
犿－１（狓０ ）－α３（狋－θ０）－（犿－１）γ３（θ狀－θ０）－（犱１＋…＋犱狀－１）］≤

ｅｘｐ［－犕３－α３（狋－θ０）］≤εｅｘｐ［－α３（狋－θ０）］． （４２）

当狋∈ （θ狀－１，θ狀］，狀＝犖＋１，犖＋２，… 时，由条件１），式（３０），（３１）和（４０）得

λ（狓（狋））＝ｅｘｐ［－狌
犿－１（狓（狋））］≤ｅｘｐ［－犞

犿－１（狋，狓（狋））］≤

ｅｘｐ［－狑
犿－１（狓０ ）－（犿－１）ρ（狋－θ０）－（犱１＋犱２＋…＋犱犖－１）－（犱犖 ＋…＋犱狀－１）］≤

ｅｘｐ［－狑
犿－１（狓０ ）－（犿－１）γ３（θ犖 －θ０）－（犱１＋犱２＋…＋犱犖－１）－α３（狋－θ０）］≤

ｅｘｐ［－犕３－α３（狋－θ０）］≤εｅｘｐ［－α３（狋－θ０）］． （４３）

综合式（４１），（４２）和（４３）易见：对任意ε＞０，存在δ＝δ（ε）＞０（δ＜犎３），当 狓０ ＜δ时，对任意狋∈

［θ０，!），有狌（狓（狋））≤εｅｘｐ［－α３（狋－θ０）］．故当犿＜１时，（１）的零解是λ型弱指数渐近稳定的．证毕．

８５３ 杭州师范大学学报（自然科学版） ２０１７年　



注１　容易看到，定理１条件３）中的犱犻＞γ（θ犻＋１－θ犻）可以用下面更方便验证的条件来代替：

ｌｉｍｉｎｆ
狀→!

犱狀－１

θ狀－θ狀－１
＞ρ．

图１　系统（４４）的数值模拟

　犉犻犵．１　犖狌犿犲狉犻犮犪犾狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狅犳狊狔狊狋犲犿（４４）

３　举例应用

例题１　考虑系统

狓′＝犮（狋）狓
１
２，狋≠犻，

Δ狓＝－
８

９
狓，狋＝犻

烅

烄

烆
，

（４４）

这里０＜犮（狋）≤１，θ犻 ＝犻，犑犻（狓）＝－
８

９
狓，犻＝１，２，…．

取狌（狊）＝狑（狊）＝狊，狊∈［０，!），令犞＝ 狓 ．因此，犞满

足定理１中的条件１）．

当狋∈ ［犻－１，犻）时，

犇＋犞 ＝狓′ｓｉｇｎ狓≤犮（狋）狓
１
２ ＝犮（狋）犞

１
２， （４５）

则式（４５）满足定理１中的条件２），且犿＝
１

２
．取ρ＝１，γ＝

１

２
，犱犻＝２，犻＝１，２，…，当 狓 ≤１（即犎＝１）时，

犞犿－１（θ＋犻，狓＋犑犻（狓））－犞
犿－１（θ犻，狓）＝

９（ ）狓
１
２

－
１（ ）狓

１
２

＝
２

槡狓
≥２＝犱犻． （４６）

则式（４６）满足定理１中的条件３）．因此，系统（４４）是λ型弱指数渐近稳定的．

取狓（０）＝１，０≤狋≤８，犮（狋）＝１，脉冲点狋＝ １，２，…，｛ ｝８ ．则系统（４４）的数值模拟如图１所示．
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